Zbiory

Zbidr jest pojeciem pierwotnym

Nalezenie do zbioru jest pojeciem pierwotnym X € R
N — zbior liczb naturalnych

W — zbior liczb wymiernych

R — zbior liczb rzeczywistych

zbidr = mnogo$¢ = klasa = rodzina = przestrzen
Zapis:

{ai, ay, ...., ax} — zbidr skonczony, k-elementowy
{a1, @y, ...., a, ..} — zbior nieskonczony

{x: F(X)} — ,,przepis” na zbior, F kryterium nalezenia

{x:xeNAx<4}={1,2,3}

Zbior, do ktorego nie nalezy zaden element to zbior pusty, oznaczany @

Zbior R

Pojecia pierwotne:
e Zbior R
e Relacja <
e Dodawanie +

e Mnozenie

Zaktadamy, ze w zbiorze R dla kazdej pary (x,y) wykonalne jest:

e dodawanie, oznaczone X+y

e mnozenie, oznaczone X-Y



Dodawanie jest:
1. przemienne
2. laczne

3. istnieje modut dodawania

&

istnieje element przeciwny

Dla kazdego X €R istnieje doktadnie jeden element przeciwny —X.
X+(=x)=0
(b—a=x)<=(a+x=b)
Mnozenie jest:
5. przemienne
6. taczne
7. 1istnieje modut mnozenia

8. istnieje element odwrotny

Dla kazdego x € R—{0} istnieje doktadnie jeden element odwrotny 1 .
X

=1

1
X-=
X

P =¥ (@ x=h)
a

9. rozdzielno$¢ mnozenia wzglgdem dodawania X-(Yy+2)=X-y+X-2
10. spojnosé relacji < xX<y)v(x=>y)

11. zwrotnos¢ relacji < X< X

12. antysymetryczno$¢ relacji < [(X <yY)IA(y< X)] =>X=Yy

13. przechodniosé relacji < [(x<y)A(y<2)]=x<12

14. Xx<y=(x+z<y+2)

15. (0<xA0<y)=0<x-y



Zbior N
. 1leN

1. neN=n+l1leN

Zbior C

Jest sumg zbioru N, zbioru wszystkich liczb przeciwnych do liczb naturalnych i zbioru {0}.

Zbior W
m
xeW < x=—, meC, neC-{0}

n

Zbior IW

IW=R-W

Przedzial otwarty i przedzial domknigty sg zbiorami liczb rzeczywistych.

a,beRAa<b
xe(ab)e=a<x<b
xe(a;b) <a<x<b
xe(a;b) <a<x<b
xe(ab) <a<x<b

(b — a) - dtugos¢ przedziatu
Przedziaty nieskonczone
xe(-w;a)e x<a
Xe(—xa)ex<a

x € (a;00) <= x>a

xe(a0) < x=a



Xe(—oo;oo): R

Inny zapis
(-0;0)=R.
(0;00): R

+

(0;00) liczby nieujemne



Funkcje
X 1Y niepuste zbiory

Funkcja f odwzorowujgca zbior X w zbidr Y nazywamy przyporzadkowanie kazdemu
elementowi ze zbioru X doktadnie jednego elementu ze zbioru Y.

X =Y

y=f(x) xeX yeY

Roéwnosé funkcji

v L(x)=1,(x)

Funkcja r6znowartosciowa

vV X

X1,X2eX

L= X, = £ ()= 1, (x)

Funkcja r6znowarto$ciowa w swej dziedzinie X jest przeksztalceniem wzajemnie
jednoznacznym

Ograniczenie funkcji
f(X) jest okreslona w zbiorze X

v M < f(x)

xeX

Funkcja f(x) jest ograniczona z dotu w zbiorze X < 3

Funkcja f(X) jest ograniczona z gory w zbiorze X <3V M > f(x)

M xeX

Funkcja f(x) jest ograniczona w zbiorze X 3V M 2|f (x)
Przyktad

Funkcja ograniczona z dotu: f(x) = x* - 12 M=?
Funkcja ograniczona z gory: f(x) = -x* + 2 M=?

Funkcja ograniczona: f(x) = sin(x) M=7?



Parzystos¢ funkcji

Funkcja f(x) jest parzysta w dziedzinie X & V-xeXaf(-x)=f(x)
Funkcja f(x) jest nieparzysta w dziedzinie X & V-xeXaf(=x)=-f(x)

Monotonicznos¢ funkceji

Funkcja f(x) jest rosnaca w zbiorze X o YV ox<x, = f(x)< f(x,)

X1.X2eX

Funkcja f(x) jest malejaca w zbiorze X & VX <x, = f(x)> f(x,)

X1.X2eX 1

Funkcja nierosnaca, funkcja niemalejaca

Funkcja monotoniczna w zbiorze X, to funkcja nierosngca lub niemalejaca w tym zbiorze.



Ciag liczbowy

Funkcja f majaca dziedzing N i przeciwdziedzing Z — R

f(x) = f(n) = a,

Ciagrosngcy < Va, <a,
Ciag malejacy < Va, >a_,

Ciagi nierosnacy i niemalejacy okresla si¢ analogicznie, jak w przypadku funkcji.

Przyktad
Ad.1a =2"
Ad.2a =2"
Ciag:
a =2" 2,4,8,16,32, 64, 128,
a -1 11111
" n 1'2'3'4’5’
1
a =n--
n
a =1-=
n
a,=(-1
a =3

a=2a=>5a=a,-05a,
Granica ciagu

lima, =g< V3V

£>0 5 n>5

a,—gl<e



Ciag, ktéry ma granice jest zbiezny

Ciag, ktory nie ma granicy jest rozbiezny

limc=c

lim (-1)" nie istnieje
Iim(1+ 1) =e
n

Ciag zbiezny jest ograniczony, ale nie zawsze jest odwrotnie: (-1)".

Dziatania arytmetyczne na granicach ciagdéw zbieznych:

Jezeli ciagi (a,), (by) sa zbiezne, lim a, = a, lim b, =b, to
lim(a,+by)=a+b
lim(a,-by)=a-b
lim(a,-by)=a-b

oraz przy dodatkowym zatozeniu, ze dla kazdego n b, # 0, oraz b # 0

.. a a
lim—==—
b b

n

T .1
Jezeli lima, =0Ara, >0=lim— =
a

n

T .1
Jezeli lima, =0Aa, <0=lim—=-w
a

n

Jezeli lim

an

=OO:>||mi=0
a

Jezeli lima, =oonlimb, =bAb>0=lim(a, -b,)=o0
Jezeli lima, =conlimb, =bAb<0= lim(a, -b,)= -

Jezeli lim[a,|=ooAlimb, =0= lim(a, -b, )= nieokreslae



Jezeli

Jezeli

Jezeli

Jezeli

Jezeli

Jezeli

Jezeli

Jezeli

Jezeli

lima, =limb, =co=lim(a, -b, )=

lima, =limb, =co= lim(a, —b, )= nieokreslane

. . . [a :

lima, =limb, =0 = lim [b—J = nieokreslone
lima, =limb, =—w=1lim(a,-b )=oc0

lima, =limb, =—e0=lim(a, —b, )= nieokreslane

. . . [a :
lima, =limb, =—-c0o= Ilm[b—”j = nieokreslone

n

lima, =limb, =0= lim (%J = nieokreslone

n

la,| <M Alimb, =0=1lim(a, -b,)=0

n

la,|< M lim|o,| =0 = Iim(%} -0



Granica funkcji

Granica funkcji w punkcie:

lim f(x)=g < ¥ IV(0<[x—x|<5)=(f(x)-g|<s)

X—XQ e>06>0 x

Granica funkcji f(x) w punkcie X, zalezy od wtasciwosci funkcji f(X) w sasiedztwie punktu Xo,
nie zalezy od istnienia funkcji f(x) w samym punkcie Xo.

limc=c

X—XQ

limx = x,

X—XQ

lim 4/x = 3/x, x,>0;neN

X—XQ

limsin(x) = sin(x, )

X=X

IimSin—(X):l

x—0 X
Dziatania na granicach funkcji

Jezeli lim f(x)=gi limh(x)= p, to

X—XQ X—>X0

lim[f(x)+h(x)]=g+p

X—>XQ

lim[f(x)-h(x)]=g-p

X—>XQ

lim[f(x)-h(x)]=g-p

X=X

oraz przy dodatkowym zatoZeniu, ze p # 0

s



Granica niewlasciwa
Funkcja f(X) jest okre$lona w pewnym sgsiedztwie S punktu Xo

Funkcja f(x) posiada w punkcie xq granice niewtasciwg -oo (), jezeli dla kazdego ciagu (X,) 0
wyrazach zawartych w sasiedztwie S i zbieznego do Xo, ciag (f(Xn)) jest rozbiezny do -oo ().

lim f (x) = —o
X—>XQ
lim f(x)= oo
X—XQ
Przyktad:
.1
lim — = o0
x—0 X
-1
x—0 X

Granica jednostronna

Zastegpujac sgsiedztwo S punktu Xo, w poprzedniej definicji, sgsiedztwem lewostronnym
(prawostronnym), to otrzymamy definicj¢ granicy lewostronnej (prawostronnej) funkcji f(X).

lim f(x) lim f(x)

X—>X0— X—XQ +

Przyktad:

Granica w oo
Funkcja f(x) posiada w oo granicg g, jezeli dla kazdego ciagu (X,) 0 wyrazach w zawartych w

przedziale x e (a;+oo), rozbieznego do +o, ciag (f(xn)) jest zbiezny do g.

lim f(x)=g

X—>+00



Funkcja f(x) posiada w oo granice niewtasciwg -oo (o0), jezeli dla kazdego ciggu (X,) O
wyrazach w zawartych w przedziale x e (a;+oo), rozbieznego do +o, cigg (f(xn)) jest

rozbiezny do -oo ().

lim f(x)=—o0 lim f(x)=oo

X—>+00 X—>+00

Przyktad:

lim 1:0

X—>+00 X

lim (—X) = —o0

X—>+00

lim x* =

X—>+%0

lim sin_(x)=0

X—>+00 X

lim 1+ 2)* e

X—>+00 X

lim (1+ E)X =e

X——o0 X

Ciaglos¢ funkcji
Funkcja f(x) jest okreslona w pewnym otoczeniu Q punktu Xo

Funkcja f(x) jest ciagta w punkcie xo <> lim (x)= f(x,)
X—>X0

Ciaglos¢ przedzialami

Funkcja f(x) jest ciagla w przedziale otwartym (skonczonym lub nieskonczonym), jezeli jest
ciggta w kazdym punkcie tego przedziatu.

Przyktad:

2

Funkcja f(x)= XX 1 jest ciagta w przedziatach (— oo;—l) i (— l;+oo)




Funkcja f(x) jest ciggta prawostronnie (lewostronnie) w punkcie Xo, jezeli

lim f(x)= f(x,) lim f(x)=f(x,)

X—X0+ X—>XQ—

Przyktad:

sgn(x)= {

1 x>0
-1 x<0

lim sgn(x)=1

X—>0+

lim sgn(x)= -1

x—0—

Funkcja sgn(x) jest ciagla w przedziatach (— oo;O) i (O;+oo) lecz nie jest ciggla punkcie xg =0

1 x=0

()= {sgn (x) x=0

Funkcja f(x) jest ciggta prawostronnie w xo = 0 lecz nie jest ciagta lewostronnie w tym
punkcie

lim f(x)=1= f(0)

x—0+

lim f(x)=-1= f(0)

x—0-

Jezeli funkcja f(X) nie jest ciggta w punkcie X, to punkt xo nazywamy punktem nieciggtosci.




Pochodna funkcji
Ax przyrost zmiennej niezaleznej r6zny od zera

Af przyrost zmiennej zaleznej

Przyrostowi 4x odpowiada przyrost Af = f(xo + 4x) — f(Xo)
Ax moze by¢ dodatni, ujemny
Af moze by¢ dodatni, ujemny, zerowy

lloraz réznicowy to:

f(x, +AX)— f(x,)
AX

Pochodna funkcji f(x) w punkcie Xo, gdy 4x —0, to granica wlasciwa ilorazu réznicowego.

f! (Xo): lim f(XO +AX)_ f(XO)
Ax—0 AX

Jezeli nie istnieje granica wlasciwa ilorazu roznicowego 4x —0, to pochodna f'(xo) nie
istnieje.

Pochodna funkcji jest funkcja!

Pochodna funkcji w punkcie jest liczbg!



funkcja f(x) pochodna f ’(x) warunki
c 0 C = const
X" n-x"*
a a“-Ina a>0
e* e*
sin X COoS X
COS X —sin x
1
log, x a>0,a#1,x>0
x-Ina
1
In x — x>0
X
—1<x<
_ 1 1<x<1
arcsin x 1 > T <y< T
_X —_— N
2 2
-1 -1<x<1
arccos x
1-x? O<y<n~z
arctg x ! LI y < z
g 1+ x? 2 2
-1
arcctg x 5 O<y<r




Interpretacja geometryczna:

Pochodna funkcji f(x) w punkcie Xo, jest rowna tg(a), gdzie a oznacza kat nachylenia stycznej
do krzywej w punkcie (Xo, f(Xo)) do osi OX.

Pochodna funkcji f(x) = x* w punktach: -3, 0, 2

f'(x) = 2:x
fi(-3)=2(-3)=-6
f'(0) =2+(0) =0
f'(2)=2-2) =4

Rozniczka funkcji

Jezeli funkcja f(x), okreslona w otoczeniu Q punktu Xo, ma pochodna f'(xo), to dla kazdego
przyrostu Ax, takiego, ze Xo + 4x nalezy do tego otoczenia Q, odpowiadajacy mu przyrost
funkcji mozna przedstawi¢ w postaci:

Af = f(Xo + 4X) — f(xo) = f '(X0) A% — a-Ax

a—0, gdy A4x—0

Rozniczka funkcji f(x) w punkcie xq dla przyrostu 4x nazywamy wyrazenie:

f'(xo)- Ax = df(xo) = df
Przyrost zmiennej niezaleznej Ax nazywamy rozniczka zmiennej niezaleznej i oznaczamy dx.
Stad  df(xo) = f'(Xo)- dx

df
g
- X



Pochodne

Jezeli istnieja pochodne f'(x) i g'(x), to:
[F()+9(x)] = f'(x)+g'(x)
[F()-g(x)] = f'(x)-g'(x)

[F(x)- ()] = £'(x)- g(x)+ f(x)- 9" (x)

jezeli g (x) £0, to:

Jezeli funkcja X = h(y) jest écisle monotoniczna i posiada pochodna h'(y) # 0, to funkcja
odwrotna do niej y = f(x) posiada pochodna:

Jezeli funkcja u = h(x) posiada pochodna h '(x), a funkcja y = f(u) posiada pochodna f'(u), to
funkcja ztozona y = f[h(x)] ma pochodna y' = f'Th(x)] - h'(x)

Wynika z tego:

dy _dy du
dx du dx

Przyktad:

f (x) =sin(x?) f'(x) =cos(x?)-2-x=2-x-c0s(x*)

Pochodna logarytmiczna

(n £ () =



Pochodne wyzszych rzedow

Jezeli pochodna f'(x) funkcji f (x) jest funkcja rozniczkowalna, to jej pochodna f"(x) nazywa
si¢ pochodng drugiego rzgdu

£ (x)=[f" ()]

Analogicznie

LOSE)

Rézniczki wyzszych rzedow
Warunek:

funkcja f (x) ma pochodna f'(x) w otoczeniu Q punktu Xq oraz ma pochodna ' (xg) w
punkcie Xo. Stad istnieje df(x) = f '(x)- dx

Rozniczka w punkcie xo, dla ustalonego dx jest rowna

d*f(x)=f"(x) dx’

Analogicznie:

d"f (x) = £(x)- dx’

Tw. de ’Hospitala

Jezeli

|
1. funkcje lx) i f (X) sg okreslone w pewnym sgsiedztwie punktu Xo,

g(x) g'(x)

2. limf(x)=limg(x)=0 lub  limg(x)=+wo lub  limg(x)=—o

X—XQ X=X X—X0 X=X

3. istnieje granica lim fl(x)
X—>X0 g (X)

to istnieje granica

fim T _ iy £ ()

X=X g(x) X—XQ g ! (X)




Przyktad:

2
im X 1 jim2X_»
x—1 X—l H x5l 1

Tw. Lagrange’a

Jezeli funkcja f (X) jest ciggta w przedziale domknigtym <a; b> oraz ma pierwszg pochodna

wewnatrz tego przedziatu, to istnieje taki punkt ¢ lezacy miedzy a i b, ze
f(b)-f(a)=f'(c) (b-a)
Stad, jezeli funkcja f (X) spelnia warunki twierdzenia Lagrange’a mozna napisac:

Af = '(c) Ax

Ekstremum funkcji

Funkcja f (x) ma w punkcie xo maksimum lokalne, jezeli istnieje taka liczba dodatnia o, ze dla
kazdego x nalezacego do sasiedztwa S punktu X, 0 promieniu J, spetniona jest nieréwnos¢

f(x)< f(x,).

Jezeli f(x)< f(x,), to maksimum nazywa si¢ whasciwym.

Funkcja f (xX) ma w punkcie xo minimum lokalne, jezeli istnieje taka liczba dodatnia d, ze dla
kazdego x nalezacego do sasiedztwa S punktu X, 0 promieniu J, spetniona jest nieréwnos¢

f(x)> f(x,).

Jezeli f (X) > f (XO ) , to minimum nazywa si¢ wlasciwym.

Przyktad funkcji bez ekstremum
f(x) =x xe(-12)

funkcja w swojej dziedzinie nie przyjmuje ani wartosci najmniejszej ani najwigksze;.



f(x) =x xe(-12)

funkcja w punkcie -1 przyjmuje warto$¢ najmniejsza, a w punkcie 2 przyjmuje warto$¢
najwiekszg lecz nie ma ekstremum (definicja sgsiedztwal)

Tw. Fermata

Jezeli funkcja f (x) ma punkcie xo ekstremum i ma w tym punkcie pierwsza pochodna, to
f'(x0) =0

Warunek f'(xo) = 0 jest warunkiem koniecznym na istnienie ekstremum w punkcie Xo, ale
niedostatecznym.

Przyktad f (x) = X3

Warunki wystarczajace na istnienie ekstremum
l.

Jezeli funkcja f (x) jest ciggta w punkcie Xo i ma pierwsza pochodng w sasiedztwie S punktu xo
0 promieniu J oraz

flx)<0 dla  Xo-5<xX<Xo
i fl(x)>0 dla X <X<X+9

to funkcja ma w punkcie X minimum wtasciwe.

Jezeli funkcja f () jest ciggta w punkcie Xo i ma pierwsza pochodng w sasiedztwie S punktu xo
0 promieniu J oraz

flx)>0 dla  Xo-5<xX<Xo

i flx)<0 dla  Xo<Xx<Xo+6

to funkcja ma w punkcie X maksimum wtasciwe.

lub



Jezeli funkcja ma w otoczeniu Q punktu X, 0 promieniu 6 pochodne do rzedu n wigcznie,
pochodna f ™(x) jest ciagla w punkcie Xo, n jest liczba parzysta i
i f®(x)=0dlak=1,2,...,n-1oraz f™(x) £0

i f™(x) >0
to funkcja ma w punkcie Xo minimum wtasciwe.

Jezeli funkcja ma w otoczeniu Q punktu Xo 0 promieniu 6 pochodne do rzedu n wigcznie,
pochodna f ™(x) jest ciagla W punkcie Xo, n jest liczba parzysta
i f®(x)=0dlak=1,2,...,n-1oraz f™(x) £0

i f™(x) <0
to funkcja ma w punkcie X, maksimum wiasciwe.

Punkt przegi¢cia

Krzywa f (X) nazywa si¢ wypukta w przedziale (a;b), jezeli jest potozona nad styczna
poprowadzong do niej w dowolnym jej punkcie, dla kazdego X € (a; b)

Krzywa f (x) nazywa si¢ wklesta w przedziale (a;b), jezeli jest potozona pod styczng
poprowadzong do niej w dowolnym jej punkcie, dla kazdego X (a; b)

Warunek wystarczajacy, aby krzywa f (x) byta w przedziale (a;b) wypukta: f "(x) > 0 dla
kazdego X € (a;b)

Warunek wystarczajacy, aby krzywa f (X) byta w przedziale (a;b) wklesta: f "'(x) < 0 dla
kazdego X € (a;b)

Punkt przegiecia

Punkt P(xo,f (Xo)) nazywamy punktem przegiccia krzywej f (x), jezeli krzywa ta jest wypukta
w lewostronnym sgsiedztwie S punktu Xo i wklesta w prawostronnym sgsiedztwie S punktu Xo
lub na odwrot.



Warunek konieczny, aby punkt P(Xo,f (X)) byt punktem przegiccia krzywej f (x) jest
fh (Xo ) =0

Warunek wystarczajacy, aby punkt P(Xo,f (Xo)) byt punktem przegigcia krzywe;j f (X) jest
f1'(x) < 0 dlax < X
f1'(x) = 0 dla x = xg

f1'(x) > 0 dla x > xo

albo
f(x) >0 dlax <xo
f1'(x) = 0 dla x = xg
fl(x) <0 dlax>x

dla kazdego X nalezacego do sasiedztwa S punktu Xo.

Badanie funkcji

Badanie funkcji obejmuje okreslenie cech charakterystycznych danej funkcji f (x). Obejmuje:
Okreslenie dziedziny, granic na krancach dziedziny, parzystosci, okresowosci. ..

Analizg pierwszej pochodnej, ekstremdw, monotonicznosci

Analize drugiej pochodnej, znajdowanie punktow przegiecia, przedzialow wklgstosci 1
wypuktosci

Sporzadzenie tabeli zmiennosci funkcji

Sporzadzenie wykresu

Przyktad
f(x)=x*+2-x*-6

Dziedzina: xeR



lim f(x)=—o0

im ()=

f'(x)=3-x*+4-x

f'(x)=0 to 3-x*+4-x=0
3-x+4-x=x-(3-x+4)

f'x)=0 gdy x=0 lub x=—g

dla x<—% £1(x) >0

dla —%<x<0 f'(x)<0

da x>0 f'(x)>0
Wykres pochodnej:
©
D
Py
10
4 3 -2 - 1 2




f'(x)=6-x+4

f'(x)=0 gdy x=-=
1 2
f'"(x)<0 dla XE(—Oo;—Ej

f'"(x)>0 dla XE(—%;OOJ

Poniewaz dla x = 0 pierwsza pochodna jest rowna 0, druga pochodna jest r6zna od zera,
trzecia pochodna jest stata i rowna 6, zas kolejne sg rowne 0, to dla x = 0 funkcja nie ma
ekstremum absolutnego. Natomiast ma w tym punkcie minimum wtasciwe. f(0) =—6

Poniewaz dla x = —% pierwsza pochodna jest rowna 0, druga pochodna jest rozna od zera,
trzecia pochodna jest stata i rowna 6, za$ kolejne sa rowne 0, to dla x = —g funkcja nie ma

ekstremum absolutnego. Natomiast ma w tym punkcie maksimum wiasciwe. f(— %) = 130

27

W przedziale x e [— %;ooj funkcja jest wypukta.
: 2 .
W przedziale x e (— oo;—gj funkcja jest wklesta.

Punkt x = —% jest punktem przegigcia
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Calki
Funkcja pierwotna
f(X) jest okreSlona w zbiorze X

Funkcje F(X) nazywamy funkcja pierwotng funkcji f(x) w przedziale X, jezeli dla kazdego
X € X spelniony jest warunek:

F'(x) = f(x)
Jest to rOwnowazne:

dF(x) = f(x) dx

Jezeli F(X) jest funkcja pierwotng funkcji f(X) w przedziale X, to:
- funkcja G(x) = F(x) + ¢, ¢ = const, jest takze funkcja pierwotng funkcji f(x) w przedziale X,

- kazda funkcje pierwotng G(x) funkcji f(x) w przedziale X, mozna przedstawi¢ w postaci
F(x) + ¢, gdzie ¢ = const, jest dobrane odpowiednio do F(x) i G(x).

Funkcja pierwotna jest okreslona z doktadnos$cia do stalego sktadnika ¢ = const.
Jezeli funkcja f (X) jest ciagla w przedziale X, to posiada w tym przedziale funkcje pierwotna.

Calka nieoznaczona

Zbior wszystkich funkcji pierwotnych funkcji f(x) w przedziale X nazywa si¢ catka
nieoznaczong funkcji f(x) w tym przedziale _[ f(x)dx

Przyktad

dex:£x2+c
2

_f cos(x)dx = sin(x)+c



Jezeli funkcje f(X) i h(X) sg calkowalne w sensie Newtona w pewnym przedziale, to:

I[f (x)+h(x)ldx = _[ f(x)dx+Ih(x)dx
_[c- f(x)dx:c-.[ f (x)dx

Calkowanie przez czesci

Jezeli funkcje f(X) i h(X) maja w pewnym przedziale ciagte pochodne f '(x) i h'(x), to:

j f(x)-h'(x)dx = f(x)- h(x)—_[ f'(x)-h(x)dx

Calkowanie przez podstawianie

Podstawienie t = h(x)

Jezeli:

- funkcja h(x) jest rozniczkowalna w przedziale X i przeksztalca go na przedziat T,
- funkcja g(t) ma w przedziale T funkcje pierwotng G(t),

- f(x)= g[h(x)]-h' (x) w przedziale X

to:
_[ f (x)dx = G[h(x)+c]
Przyktad
_[(4‘X—5)2dx podstawienie t=4-x-5
IX'Si”(XZ)dX podstawienie t = x*
j dez podstawienie t =1+ x*
1+x

,[ o podstawienie t= X
9+ x? 7



I o podstawienie t = X

8—x? E

Podstawienie x = g(t)
Jezeli:

- funkcja g(t) jest r6zniczkowalna i roznowarto$ciowa w przedziale T i przeksztatca go na
przedziat X,

- funkcja f(x) ma w przedziale X funkcje¢ pierwotng F(x),

to:

[ (e = [ Flo)]- ' )

Przyktad

arcsin(x . .
J‘ podstawienie x=sint

V1-x?



Idx:x+c

Ide:c
jx“dx: 0:11+c az-1
a
J.x‘ldx:J.%dx:ln|x|+c
J'axdx:lsanrc a>01ia=l
Jexdx:ex+c

jsin XdX=-cosx+cC

jcosxdx:sin X+C

Isinzxdx=—ctgx+c

I 12 dx=tgx+c
COs” X

1 .
j dx =arcsin x+c¢

V1—x2

1
dx=arctgx+c
-[1+x2 g




Calka oznaczona

Funkcja f(X) jest okre$lona i ograniczona w przedziale <a; b> :

Przedziat <a; b> dzielimy punktami X1, X2, X3, X4,..., Xn-1 Na skonczong liczbe podprzedziatow o
dowolnej dlugosci: a <X; <Xp < X3<X4<...<Xp1 <b
Dhugo$¢ przedziatu (X,;X,,) 0znaczona jest Ax, =X, — X, ,

W kazdym przedziale (X, ;X,,)wybrany jest dowolny punkt &

Obliczamy sumy:

sd, = ka - AX, sume dolng
k=1
S, = Z f(£)-Ax,  sume catkowa
k=1

sg, = Z M, - AX, sum¢ gorna
k=1

gdzie my i My oznaczaja kres dolny i kres gorny funkcji f(x) dla danego k-tego przedziatu

(X %0
k=1,2,...,n

Zawsze jest:

sd, <s, <sg,

Ciag (4n) nazywamy ciggiem normalnym podziatow, gdy liczba o, = max AX, dazy do zera.

Def.

Jezeli dla kazdego ciggu normalnego podziatow przedziatu <a; b> , ciagg sum calkowych jest
zbiezny do granicy wtasciwej, niezaleznej od wyboru punktow &, to granica ta nazywa si¢
catka oznaczona funkcji f(x) w przedziale (a;b)

Inaczej mowiac

j f (x)dx = lim n_l f(£) Ax,

Sy —0
K



Warunki calkowalnosci

Warunek konieczny lecz niewystarczajacy - funkcja f(x) okreslona w przedziale (a;b) jestw
tym przedziale ograniczona.

Tw. (Warunek konieczny i wystarczajacy)

Catka oznaczona istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg granice sumy dolnej i sumy goérnej
1 s3 sobie réwne.

limsd, = imsg,

Tw. (Warunek wystarczajacy)

Funkcja ciggta w przedziale domknigtym jest w tym przedziale catkowalna.

Tw.

Funkcja monotoniczna w przedziale domknigtym jest w tym przedziale catkowalna.

Wiasciwosci calki oznaczonej

Tw.

Jezeli funkcje f(x) i h(X) sa catkowalne w przedziale <a; b> , to:

- funkcja f(x) + h(x) jest catkowalna w przedziale (a;b) i

b b

08+ NGl = [ 1 b+ [ ki

a a a

- funkcja C - f(x), C = const, jest catkowalna w przedziale <a; b> i

b

_[C-f(x):ix:C-jlf(x)jx

- funkcja f(x) - h(x) jest catkowalna w przedziale <a; b> :



Tw.

Jezeli funkcja f(X) jest calkowalna w przedziale <a; b> ice <a; b> , to

j.f (x)x = I x)ix+J. (x Jdx

Tw.

Jezeli funkcja f(x) jest catkowalna w przedziale <a; b> , to funkcja | f(x) jest takze

catkowalna w przedziale <a; b> .

Tw.

Jezeli funkcja f(x) jest calkowalna w przedziale (ajb), zas ai g (¢ < p) sa dowolnymi

punktami z tego przedziatu, to funkcja f (X) jest takze calkowalna w przedziale <a; Y/ > .

Zalézmy, ze funkcja f (X) jest catkowalna w przedziale <a; b> , za$ o jest dowolnie ustalong

X

liczba z tego przedziatu a<a <b. Dla kazdego X e <a; b> warto$¢ catki J. f(z)z jest

a

okreslona. Z tego wynika, ze funkcja F(x)= I f(z)dz jest okreslona w przedziale (a;b).

o

F(x) jest funkcja gornej granicy catkowania.

Przyktad:

x 0

=e'—e =e' -1




Tw.

Jezeli funkcja f(X) jest calkowalna w przedziale <a; b> lae <a; b> , to funkcja F(X) = J. f (Z )jz

ma chodng F'(x)= f(x).

%j (22 = 1 (x)

a

Tw.

Jezeli funkcja f (X) jest catkowalna w przedziale <a; b> , za$ F(X) jest jakgkolwiek funkcja

b
pierwotna funkcji w tym przedziale, to J. f(xJx = F(b)-F(a)

a

Tw. (twierdzenie catkowe o wartosci $redniej)
Jezeli funkcja f(X) jest ciagla w przedziale (a;h), to istnieje taki punkt ¢ e <a; b> , 7€
b

J.f(x)jx: f(c)-(b—a)

a

b
j f (x)dx
lloraz =2 nazywa si¢ wartoscia $rednia funkcji f(x) w przedziale (a;b).

(b-a)

Tw. (twierdzenie o zmianie zmiennej w catce oznaczonej)
Jezeli:
- funkcja g(t) ma ciaglg pochodng @' (t) w przedziale domknigtym T o koncach a i f,

- funkcja f(x) jest ciagta w zbiorze wartosci x, jakie przyjmuje funkcja g(t) w przedziale T,

- g(a)=a i g(B)=b

b B

to [ (=] flg®)] o' ()t



Rownania rozniczkowe

Pojeciem rownanie rézniczkowe okresla si¢ rownanie zawierajgce pochodne funkcji

niewiadomej.

Roéwnanie rézniczkowe zawierajace pochodne funkcji jednej zmiennej, nazywa si¢

rownaniem rozniczkowym zwyczajnym.

Rownanie rézniczkowe zawierajace pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych nazywa si¢

rownaniem rozniczkowym czastkowym.

Posta¢ ogo6lna rownania rézniczkowego rzgdu pierwszego:
FOy().y'(x)) =0
Jezeli udaje sie¢ rozwikta¢ rownanie ze wzglgedu na pochodng funkcji uwiktanej, woéwczas

otrzymuje si¢ posta¢ normalng rownania rézniczkowego rzedu pierwszego.
Y'(x) = f(x,y(x)

okreslong na dziedzinie D < R?.

Def.
Rozwigzaniem postaci normalnej rownania rozniczkowego rzedu pierwszego nazywa sig
funkcje y(x) okreslong na pewnym przedziale Y < R spelniajacg warunki:

e y(x) jest rozniczkowalna na przedziale Y

o Vf(xy(x)eD

o ¥y (¥)=fxyX)

Rownanie rézniczkowe ma nieskoficzenie wiele rozwigzan. Dlatego, gdy to mozliwe, okresla

si¢ problem poczatkowy Cauchy’ego:
o Y (X)=f(xyX)
* Y (X)=Yo



Wybrane typy rownan rozniczkowych rzedu pierwszego

Rownanie o zmiennych rozdzielonych:

Jezeli h(yo) = 0 dla pewnego Yo, to funkcja stata y(x) = yp jest jednym z rozwigzan rownania o
zmiennych rozdzielonych.

W obszarze, w ktorym h(y(x)) # 0 rownanie o zmiennych rozdzielonych zapisuje si¢ w

postaci:
' () _ o
()~ %
lub
% = g(x)dx
Stad:

J% = Ig(x)dx

Wynikiem jesty = y(x) i dowolna stata C.

Przyklad 1
y'(x)=x-y
ﬂ:xdx

y
Iny(x}==x*+C

1
“x24c

y(x)=e?



1
7><2

y(x)=C, -e?
Przyktad 2
y' (x)=y*(x)

Rozwigzaniem jest y(X) =0 oraz:

Roéwnanie jednorodne:
y'(x)=f (@]

y(x)

Podstawiajac Z(X) ===~ (obowigzuje dla X # 0 ) otrzyma si¢ rOwnanie o0 zmiennych
X

rozdzielonych:

y(x)=x-2(x) = y'(x)=z(x)+x-2'(x) = f(z(x))=2(x)+x-2'(x) —

— f(z(x))-z(x)=x-2"'(x)

lub

Stad:



Wynikiem jest y(x) = x - z(x) i dowolna stata C.
Przyktad 1

X* -y (x)=x-y(x)+ y*(x)

Rozwigzaniem jest y(X) =0 oraz:

dlax+#0

dz _dx
22(x)  x
—:1—=In|x|+C1

2(x)
2(x) = ——

=In|x|+Cl
—X
ny‘mvy+cl
Przyktad 2



Réwnanie 0 postaci:

y'(x)=f(a-x+b-y(x)+c),b#0

Podstawiajac Z(X) =a-X+b- y(x)+ C otrzyma si¢ rbwnanie o zmiennych rozdzielonych:

z'(x)=a+b-y'(x) —» y'(x)= z'(>;)—a — f(z(x)= Z'(Xb)—a N
dz
b f(z)+a:dx
Stad:
dz
J‘m=J‘dX
Przyktad 1

y' ()= (x+ y(x)),
2(x)=x+y(x)

2'(x)=1+y'(x)



dz

1+ zz(x):dx

arctg(z)=x+C
z(x)=tg(x+C)

y(x)=-x+tg(x +C)



Rownanie rézniczkowe liniowe rzedu pierwszego

Def.

Rownanie o postaci:

y' (%)= p(x)- y(x)+ f(x)

gdzie p(x) i f(x) sg funkcjami danymi, ciggtymi w przedziale (a, b) nazywa si¢ rOwnaniem

rézniczkowym liniowym rzgdu pierwszego
Uniwersalna metoda rozwigzania (metoda uzmienniania stalej):

l. etap

funkcje f(X) zastgpuje si¢ funkcja rowna tozsamosciowo zeru

rozwigzuje si¢ rownanie jednorodne:

W p(x)x

y(x)
In|y(x) = j p(x)dx +C,

y(x)= e/t - C . glotn

Il. etap

uzmiennia si¢ stalg C wystepujaca w rozwigzaniu réwnania jednorodnego z etapu I
C—C(x)

V() ~Clx) "

Y ()= C" (x)- 0 + O{x)- " - p(x)
podstawia si¢ obliczong warto$¢ y(X) i y'(X) do rownania niejednorodnego
p(x)-C(x)-e"™* 4+ f(x)=C'(x)-e/*** + C(x)-e/*™* p(x)

i oblicza C(x)

1. etap

podstawia sig obliczong wartos¢ C(x) do réwnania y(x)=C(x)-e/***



Przyklady rownan rézniczkowych liniowych rzedu pierwszego

y'(x)=-2-y(x)+5-cos(x)

y' (x)=ctg(x)- y(x)+cos*(x)

Réwnanie Bernouliego:

y' (x)= p(x)- y(x)+q(x)- y" (x),

Rozwigzuje si¢ podstawiajac Z(X) =y (X) , (gdy r >0y > 0) i doprowadzajac do rownania

liniowego niejednorodnego.

Przyktad 1

y' ()= y(x)+x*- | y(x)




14

1+z(x)=e"

14 14

z(x)=e® “—1=C-e* -1

y(X)=(C oo j

Réwnanie Riccatiego:

Rozwiazuje si¢ podstawiajac u(x) = y(x)— yl(x) i doprowadzajac do rownania Bernouliego

Literatura:
W. Zakowski Matematyka cz.l WNT Warszawa

W. Zakowski, W. Leksinski Matematyka cz.IV WNT Warszawa



